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Udruzenje matematicara “Algoritam”

Takmicenje ucenika srednjih skola HNK-a iz MATEMATIKE
Jablanica — Konjic — Mostar, 27. 03. 2021.

I razred

Zadatak I.1 (10 bodova): Rijesi jednacinu

W=k 5 2 —3 3rxr—1 z2—7zx+14
: — + = 2021.
12z +1) \32-3 4dz+4 ' 122212

Rjesenje. Jednacinu rjesavamo uz uslov x # 11z # —1. 1 bod

Izraz u zagradi svedemo na najmanji zajednicki nazivnik i izvrSimo naznacene operacije:

‘\3e 23 dwrd T 12212

x+3 2t —3 3r—1 22—T7x+14
120z + 1)

) = 2021

T+ 3 2z — 3 3z —1 2 —Tr+ 14
: — + = 2021
12(x + 1) 3(x—1) 4xz+1) 12x—-1)(z+1)

2 boda

r+3 [(42x-3)(z+1)-3Bz—1)(x — 1)+ 2> —Tox + 14\
12(z+1)° ( 12(z — 1)(x + 1) ) = 2021

2 boda

x+3 x—1
12z +1) (12(35 “ 1z + 1)) = 2021

r+3 (12(x— (z+1)

12(z + 1) -1

> = 2021

3 boda
r+ 3 =2021

xr = 2018.
2 boda
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Udruzenje matematicara “Algoritam”

Zadatak 1.2 (10 bodova): Razlika dva neparna broja je djeljiva sa 5. Kojom cifrom
se zavrsava razlika kubova tih brojeva?

Rjesenje. Razlika dva neparna broja a i b djeljiva je sa 2, jer
a—b=02n—-1)—(2k—1)=2(n—k).
Prema uslovu zadataka je razlika dijeljiva i sa 5, pa je a —b djeljivo sa 10, tj. a—b = 10M.
Sada slijedi da je
a® — b = (a—b)(a* + ab + b*) = 10M (a® + ab + b*),

pa se razlika kubova tih brojeva zavrsava sa nulom. O
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Udruzenje matematicara “Algoritam”

Zadatak I.3 (15 bodova): Neka je ABCD paralelogram, a M sredina stranice DC.
Ako M lezi na simetrali ugla DAB, odrediti vrijednost ugla AM B.

Rjesengje.

2 boda

Neka je <BAD = a. Posto je DC||AB vrijedi

<BAM = <AMD = <DAM = %
pa je trougao DAM jednakokrakii DM = DA i <DMA = 5.
Medutim, tada je i trougao M CB jednakokraki jer je
MC =MD = DA = BC

pa je, zbog <BCM = <BCD = <DAB = «,

<CMB =<CBM = 180° = <BOM = 180" ~ a —90°— 2.

2 2 2

Sada je 5 boda

<JAMB = 180° — <AMD — <CMB = 90°.

3 boda
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Udruzenje matematicara “Algoritam”

Zadatak 1.4 (15 bodova): Gargamel je uhvatio N Strumpfova i raspodijelio ih u tri
vreée. Kad je Velikog Strumpfa iz prve vreée premjestio u drugu, Mrguda iz druge
u treéu, a Strumpfetu iz treée u prvu, prosjecna visina Strumpfova u prvoj vreéi se
smanjila za 8 milimetara, a prosje¢ne visine Strumpfova u drugoj i tre¢oj vreéi su se
povecale redom za 5 milimetara i 8 milimetara.

Ako je u prvoj vreéi bilo devet Strumpfova, odredi N.

Rjesenje. Neka je u drugoj vreéi bilo K Strumfova, a u tre¢oj vreéi L Strumpfova. Neka
su x, y i z redom visine Velikog Strumpfa, Mrguda i Strumfete.

Ako su visine Strumpfova u prvoj vreé x, x, . . ., o, onda je
TH+xy+ -+ 29 242yt + T
— 84+ 7
9 9
tj.
x
R 8 + —
9

Analogno, posmatrajuéi prosjek u drugoj i trecoj vrec¢i dobijamo

e X =
=

Dakle, dobijamo sistem

r="T2+z,
SK +y ==z,
S8L+z=uy.

Saberemo li ove tri jednacine dobijamo

72 =5K + 8L.

Posto su K i L prirodni brojevi, zaklju¢ujemo da 8 dijeli K.

Nije moguce da je K > 16 jer bi tada L bio negativan, niti K = 0 jer druga vreca nije
prazna (u njoj je na pocetku bio Mrgud). Dakle, K = 8.

Sada je L = 22K = 2240 — 4 Posto vrijedi N = K 4+ L + 9, slijedi da je N =21. [0
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Udruzenje matematicara “Algoritam”

Takmicenje ucenika srednjih skola HNK-a iz MATEMATIKE
Jablanica — Konjic — Mostar, 27. 03. 2021.

IT razred

Zadatak II.1 (10 bodova): Odrediti kompleksan broj z tako da vrijedi

% 1
z+2[=1-2 1 Re (2—1—32’) 13

Rjesenje. Neka je trazeni kompleksan broj z = x+1y. Iz prve jednacine |z + 2| = |1 — Z]|
imamo
(42 +y" =(1-2)+y,

tj.

Iz druge jednacine imamo,

Re( z )_Re<x+yi 2—32’)_Re(2x+3y_3x—2yi>_2x+3y
2+3i) 2+3i 2—-3i) 13 13 13

pa je
20+3y 1
13 13
tj.
20+ 3y = 1.

Sada iz x = —% i2x + 3y = 1slijedi da je y = %

Dakle, trazeni kompleksan broj je z = —% + %z O]

Takmicenje ucenika srednjih skola HNK-a iz matematike 2020/21 I1.1

3 boda

2 boda
1 bod

1 bod



Udruzenje matematicara “Algoritam”

Zadatak I1.2 (10 bodova): Data je jednac¢ina (m — 2)a? — 2(m + 1)z = —m — 3.
Odrediti parametar m tako da zbir kvadrata njenih rjesenja bude 52.

Rjesenje. Neka su 1 i z rjeSenja jednacne (m — 2)z? — 2(m + 1)x = —m — 3.

Iz uslova zadataka je 2% + x3 = 52, odnosno

(fL’l + I2)2 - 21’11’2 = 52.

2(m+1)
m—2

Iz Vietovih formula je 1 + x5 = ek

m—2

Sada imamo da je

[t ) s

m—2

m — 2

tj. nakon sredivanja

25m? — 107m + 96 = 0.

Rjesenja ove jednacine su m; = % imsy =3.

i 19 = ——5.

52,

]
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Udruzenje matematicara “Algoritam”

Zadatak II.3 (15 bodova): Neka je dat ostrougli trougao AABC' sa ortocentrom H.
Tacka M je srediste duzi BC'. Dokazati da tacka K, koja je simetricna tacki H u

odnosu na tacku M, lezi na kruznici opisanoj oko trougla AABC.

Rjesengje.

K

Neka je tacka E na stranici AC podnozje visine iz vrha B, a tacka F na stranici AB
podnozje visine iz vrha C. Posto je trougao ABC' ostrougli, ortocentar H se nalazi u

unutrasnjosti tog trougla. Oc¢ito je onda
LHFA+ L{HEA = 180°,
pa je Cetverougao H FAF tetivni.

Zbog toga je
ABHC = AFHF =180° — {EAF = 180° — LCAB.

Prema uslovu zadatka imamo da je MB = MC'i HM = KM, pa je ¢etverougao HBKC

paralelogram (jer mu se dijagonale polove).

Iz toga slijedi da je
ABHC = £BKC.

Iz prethodne dvije jednakosti slijedi da je
£BKC =180° — LCAB,

sto znaci da je i cetverougao ABKC' tetivni.

Iz toga slijedi da K lezi na kruznici opisanoj oko trougla ABC'.

]
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Udruzenje matematicara “Algoritam”

Zadatak I1.4 (15 bodova): Neka su a, b i ¢ realni brojevi, takvi da jednacine
20z + bz +c=0 i —2ar’ +br+c=0
imaju realna rjesenja.

Ako je a bilo koje rjesenje prve jednacine, [ bilo koje rjesenje druge jednacine, dokazati
da interval [«, 8] sadrZi bar jedno rjeSenje jednacine az? + bx + ¢ = 0.

Rjesenje. Prema uslovu zadatka je 2aa? + ba + ¢ = 0, pa je ba + ¢ = —2aa?.

Takoder je, —2aB3% + b3 +c =0, pa je b3 + ¢ = 2a/3?.
Za dokaz tvrdnje dovoljno je utvditi da f(a)f(3) < 0, pri demu je f(x) = ax® + bz + c.

Zaista,
f(@)f(B) = (ac® + ba + c)(aB? + b3 + c) = (aa® — 2aa?)(af? + 2a3?) = —3a*a*3* < 0,

Sto smo 1 trebali dokazati.
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Udruzenje matematicara “Algoritam”

Takmicenje ucenika srednjih skola HNK-a iz MATEMATIKE
Jablanica — Konjic — Mostar, 27. 03. 2021.

IIT1 razred

Zadatak ITI.1 (10 bodova): Naéi sve vrijednosti k& € RT za koje jednacina

log kx
log(x + 1)

ima tacno jedno rjesenje.

Rjesenje. Odredimo prvo definiciono prodrucje.
kx> 0,log(x+1) #0,z+1>0< k> 0,2 >0,z > —1,

tj.
k>0, >0.
2 boda

Dalje, imamo

log kx
——— =2 logkr=2-1 1
Tog(z + 1) & log kx oglx+1) &
& logkx = log(zr +1)* <
Skr=(r+1?>s

S’ +2-kr+1=0.

4 boda

Dobijena jednacina ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako je D = 0, tj.

D=02-k?-4=0kk-4)=0k=0Vk=4

2 boda
Zbog definicionog podrucja otpada k = 0, a za k = 4 provjerom imamo
log4x = log(x + 1)2 < dx = (v + 1)2 — (z — 1)2 =0,

tj. © = 1 je jedinstveno rjesenje. 1 bod

Dakle, jedino za k = 4 data jednacina ima jedinstveno rjesenje. 1 bod
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Udruzenje matematicara “Algoritam”

Zadatak III.2 (10 bodova): Odrediti sve realne brojeve z i y za koje vrijedi

5cos®y + o2 — 2z cosy — 8x + 20 = 0.

Rjesenje. Rijesimo datu jednacinu kao kvadratnu jednacino po x

2% — 2(cosy +4)x + 20 + 5cos’y = 0.

2 boda

2(cosy +4) £ \/(Q(Cosy +4))%2 — 4(20 + 5 cos? y)
2 Y

T12 =

tj. nakon sredivanja

T19 =cosy+4 =+ \/—(2cosy —2)2.
4 boda

Rjesenje ¢e biti realno samo ako je diskriminanta jednaka nuli, tj. cosy = 1. 2 boda

Tada je x = 5. 1 bod

Dakle, rjesenje je x =5, y = 2km, k € Z. 1 bod
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Udruzenje matematicara “Algoritam”

Zadatak III.3 (15 bodova): Odrediti broj ¢ € R takav da je f(t) =t ako je

f(l') —5. 2zfl+\/:r272 . 4x+\/1272 +6+ .

Rjesenje. Odredimo prvo definiciono podrucje.

72 —2>0< 2 € (—o0,—2]U[2,00).

Dalje je jednacina f(t) =t ekvivalentna sa

5 . 2z—1+\/x2—2 _ 4$+\/w2—2 _|_ 6 — O
.
5 X 2:p+\/x272 X 271 - 22(:c+\/:1:272) + 6 — O

Smjenom,
2rHVEE=2 — o 5 0

Y

i mnozenjem jednacine sa 2 dobijamo

222 - 52 —-12=0.

w

Rjesenja posljednje jednacine su z; = —3 i zp = 4.

Rjesenje 21 je negativno, pa ga odbacujemo.

Sada za z = 4 imamo
2UTVIRE = g = 22

pa je
T+ V2 —2=2,
tj.
2 —-2=2—ux.

Kvadriranjem dobijamo
- 2=(2-2)%

Rjesenje ove jednacine je x =

N

Dakle, trazeni broj t je jednak %
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Udruzenje matematicara “Algoritam”

Zadatak II1.4 (15 bodova): U trouglu ABC simetrala ugla kod vrha C'sijece stranicu
AB u tacki D. Neka su a i b redom duzine stranica BC'i AC. Ako vrijedi [CD| = 2,
odrediti <ACB.

Rjesenje. Neka su «, i uglovi kod vrhova A, B i C' u trouglu ABC| respektivno.

Neka je n = |AD|, m = |BD| i ¢ = |AB|. Prema pravilu o simetrali ugla vrijedi
m:n =a:b. Posto je m +n = ¢, imamo

ac

a+b

m =

Prema kosinusnoj teoremi primijenjenoj na trougao BC'D imamo

a’b? a2y a’c? B 2a%c
(a+b)? (a+0b)? a+d

£.
(@a+b2+c2—b a4+ 2ab+c?
cos B = =
2¢(a +b) 2¢(a +b)

Buduéi da prema kosinusnoj teoremi primijenjenoj na trougao ABC' vrijedi

a® + 2 —b?

cos B = a0

slijedi
a*+2ab+ ¢ a* 4+ — b
2c(a+b) 2ac

Sredivanjem dobijamo a? + b* + ab = 2.

Prema kosinusnoj teoremi primijenjenoj na trougao ABC' vrijedi
& =a®>+b* — 2abcos~,
pa iz posljednje jednakosti slijedi cos~y = —%.

Dakle, v = 120°. O
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Udruzenje matematicara “Algoritam”

Takmicenje ucenika srednjih skola HNK-a iz MATEMATIKE
Jablanica — Konjic — Mostar, 27. 03. 2021.

IV razred

Zadatak IV.1 (10 bodova): U figuru ograni¢enu lukom krive 222 —y = 6 i osom Ox
upisan je pravougaonik tako da su mu dva tjemena na osi Ox. Odrediti maksimalnu
povrsinu takvog pravougaonika.

Rjesenje. Tjemena pravougaonika ¢e imati sljedece koordinate
A(a,0), B(—a,0),C(—a,2a* — 6), D(a,2a* — 6),
pri ¢emu je 0 < a < /3.

S NN\
AN

2 boda

Duzine stranica pravougaonika su

AB =CD = 2a,

AD = BC = \/(a—a)2+(0—2a2+6)2 = \—2a2+6] = —2a” + 6,

pa je njegova provrsina

P(a) = 2a(—2a® + 6) = —4a® + 12a.

3 boda
Kako je P'(a) = —12a® + 12, funcija povrsine pravougaonika moZe imati extreme u tac-
kama a = +£1, sto zbog a > 0 povlaci da je a = 1. 3 boda
Za a = 1 funkcija povrsine dostize svoj maksimum, jer je P”(a) = —24a, tj. P"(1) =
—24 < 0. 1 bod

Taj maksimum iznosi
Puax = P(1) = —4-1° +12-1=8.

O 11 bod

Takmicenje ucenika srednjih skola HNK-a iz matematike 2020/21 IvV.1



Udruzenje matematicara “Algoritam”

Zadatak IV.2 (10 bodova): Cetiri broja ¢ine geometrijski niz. Njihovi logaritmi po
bazi 3 ¢ine aritmeticki niz ¢ija je razlika 1, a zbir 18. Odrediti te brojeve.

Rjesenje. Neka su a, b, c,d trazeni brojevi. Iz uslova zadatka slijedi

logs a +logs b + logs ¢ + logy d = 18.

Takoder, imamo
logs b =logga + 1,

logz c =logs b+ 1 =logza + 2,
logsd = logsc+ 1 = logg a + 3,
pa uvrstavajuéi ovo u jednakost
logs a 4 logs b + logs ¢ + log, d = 18,
dobijamo
4logsa+1+2+3=18.

Odavde je
log; a = 3,

pa je a = 33 = 27.

Konac¢no imamo
logsb =3+ 1 =4, pajeb=3"=8l,
logsc=4+1=5, paje c= 3" =243,
logsd=5+1=6, pajed=3"=729.

Dakle, trazeni brojevi su 27, 81,243, 729.

0 (2boda ]
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Udruzenje matematicara “Algoritam”

Zadatak IV.3 (15 bodova): Za polukrug kazemo da je pravilno smjeSten u veéi
polukrug ako su im precnici paralelni, krajevi pre¢nika manjeg polukruga leze na
polukruznici ve¢eg polukruga i polukruznica manjeg polukruga dodiruje precnik veceg
polukruga.

Dat je niz polukrugova Ki, K5, K3, ..., pri ¢emu je, za svaki n € N, polukrug K,
pravilno smjesten u polukrug K. Podrucje koje pripada polukrugu K, i ne pripada
polukrugu K, ., obojeno je plavom ako je n neparan, a zutom bojom ako je n paran
broj. Poluprecnik polukruga K iznosi 1. Odrediti ukupnu povrsinu obojenu plavom
bojom.

Rjesenje. Neka je za n € N poluprecnik polukruga K, jednak r, i njegova povrsina
jednaka P,.

Neka je AB precnik polukruga Ki, C'D prec¢nik polukruga Ko, te neka je F' srediste duzi
CD. Neka je tacka E tacka dodira polukruznice K, i prave AB.

Tada je E'F poluprecnik kruznice Ks, te je okomit na tangentu AB. Buduéi da su AB i

C'D paralelni, slijedi da su prave CD i EFF takoder okomite.

Budué¢i da je F' srediste duzi C'D, prava EF je simetrala te duzi. Srediste duzi AB
je srediste polukruznice na kojoj se nalaze tacke C' i D, pa i ono lezi na pravcu EF.

Zakljucujemo da je E upravo srediste duzi AB.

Prema pokazanom, trougao FF'C' je jednakokraki pravougli trougao s pravim uglom pri

vrhu F. Njegove katete su duzine |FE| = |F'C| = ry i hipotenuza je duzine |EC| = ry.

Iz Pitagorine teoreme za taj trougao zaklju¢ujemo da je ro = \%rl.
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Udruzenje matematicara “Algoritam”

Analogno je r,. 1 = %rn, odnosno

-

Dalje, dobijamo da je

Povrsinu prekrivenu plavom bojom mozemo izracunati tako da prvo ubrojimo povrsinu
plave P;, pa od nje oduzmemo povrsinu zute P, pa njoj pribrojimo povrsinu plave Ps, pa

opet oduzmemo povrsinu zute P, itd.

n—1
) , za svakin € N.

1 n—1
() -7:21”, za svaki n € N.

Dakle, trazimo

P=P -P+P—PFP+...

Uvrstimo li izraze za P, slijedi

T T T T
P=___ 1 _ _ 4. .. .=

2 4+8 16+
_w(l 1+1 1+ )_
) 2 4 8 )
G 1 G 2_7T
2 1+3 23 3

U predzadnjem koraku smo koristili formulu za sumu geometrijskog reda:

= 1 1
"=—— zaqg=—=¢€(-1,1).
7;) 1—q A

Takmicenje ucenika srednjih skola HNK-a iz matematike 2020/21

V4



Udruzenje matematicara “Algoritam”

Zadatak IV.4 (15 bodova): Dokazati da je

1010 2020
-3 k — _22019.
> (-3 (%)

k=0

Rjesenje. Primijetimo da je prema binomnom obrascu

(1 + i\/§)2020 _ 2022:0 (20]{:20) 12020_k(i\/§)k _ 2022:0 (20]{:20> (Z\/g)k
k=0 k=0

Sumu mozemo rastaviti po parnim i neparnim indeksima. Dobijamo

RN (2020 X < 2020

v = 5 (R v 3 (0 ) avare,

tj.

(1+4v3)%% = 1021:0 <2820> flijog <2ioio1> (—3)~.

Odavde vidimo da je trazena suma zapravo realni dio broja z = (1 4 1/3)20%,

Posto je 1 +iv/3 =2 (cos % +isin ) slijedi da je

2 = 22020 <C + ¢ sin W>2020 =
3 3

0S8 —
2020 2020
= 92020 <cos m + 2sin 7T> =
3 3
47 4
— 92020 < . ) _
cos 3 + 2sIn 3

— 22020 _1 o Zﬁ —
2 2
— _22019 . ,L‘22019\/§.

Dakle,

_22019 22019\/_ 1021:0 (202()) 2\/_1020:9 (2?{0—2’_01> 3)]{2’

pa je
1010 (2020

Z o )(_3)k — _22019‘

0 (1bod ]
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