
Udruženje matematičara “Algoritam” Pedagoški zavod Mostar

Takmičenje učenika srednjih škola HNK-a iz MATEMATIKE
Jablanica – Konjic – Mostar, 26. 03. 2022.

I razred

Zadatak I.1 (10 bodova): Odredite vrijednost realnog parametra a tako da rješenje
jednačine

2a+ x

2− x −
2a− x
2 + x

= 4a
4− x2

bude manje ili jednako 1.

Rješenje. Da bi data jednačina imala smisla treba biti 2−x 6= 0 i 2 +x 6= 0, tj. x 6= ±2.
2 boda

Sada je 2a+ x

2− x −
2a− x
2 + x

= 4a
4− x2

2a+ x

2− x −
2a− x
2 + x

= 4a
(2− x)(2 + x)

(2a+ x)(2 + x)− (2a− x)(2− x) = 4a
4a+ 2ax+ 2x+ x2 − (4a− 2ax− 2x+ x2) = 4a

4ax+ 4x = 4a
2 boda

Faktorizacijom lijeve strane dobijamo 4x(a+ 1) = 4a.

Sada dijeljenjem sa a+ 1 6= 0 dobijamo

x = a

a+ 1 , a 6= −1.

2 boda

Kako x ne smije biti 2 i −2, vrijedi a
a+1 6= 2 što povlači a 6= −2. Dalje je a

a+1 6= −2 što
povlači a 6= −2

3 . 1 bod

Konačno, rješenje date jednačine je x = a
a+1 za a 6= −2,−1,−2

3 . 1 bod

Treba još vidjeti kada je ono manje ili jednako 1. Riješimo nejednačinu
a

a+ 1 ≤ 1,
a

a+ 1 − 1 ≤ 0,
−1
a+ 1 ≤ 0.

Posljednja nejednačina je ekvivalentna nejednačini a+ 1 > 0 čije je rješenje a > −1. 1 bod

Konačno, rješenje jednačine će biti manje ili jednako 1 za x ∈ (−1,∞) \
{
−2

3

}
. 1 bod
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Zadatak I.2 (10 bodova): Dokazati da broj n2 +1 nije djeljiv sa 3 ni za jedan n ∈ N.

Rješenje. Prirodan broj n može biti oblika 3k, 3k− 1 ili 3k− 2, za neki prirodan broj k. 2 boda

Ako je n = 3k, tada je n2 + 1 = 9k2 + 1, što nije djeljivo sa 3. 2 boda

Ako je n = 3k− 1, tada je n2 + 1 = (3k− 1)2 + 1 = 3(3k2− 2k) + 2, što nije djeljivo sa 3. 3 boda

Ako je n = 3k − 2, tada je n2 + 1 = (3k − 2)2 + 1 = 3(3k2 − 4k + 1) + 2, što također nije
djeljivo sa 3. 3 boda

Ovim je dokaz završen.

Takmičenje učenika srednjih škola HNK-a iz matematike 2021/22 I.2



Udruženje matematičara “Algoritam” Pedagoški zavod Mostar

Zadatak I.3 (15 bodova): Pokazati da zbir kvadrata pet uzastopnih prirodnih bro-
jeva ne može biti potpun kvadrat.

Rješenje. Pet uzastopnih prirodnih brojeva označimo sa n− 2, n− 1, n, n + 1 i n + 2,
gdje je n > 2 prirodan broj. 3 boda

Suma njihovih kvadrata je

(n− 2)2 + (n− 1)2 + n2 + (n+ 1)2 + (n+ 2)2 = 5(n2 + 2).

3 boda

Suma kvadrata je djeljiva s 5 i kada bi ona bila kvadrat prirodnog broja, morala bi biti
djeljiva sa 25. 3 boda

Primijetimo da n2 ne može imati ostatak 3 pri dijeljenju sa 5. (Kvadrati prirodnih brojeva
završavaju na 1, 4, 5, 6, 9.) 3 boda

Sada ni n2 + 2 ne može biti djeljivo s 5, što znači da pet uzastopnih prirodnih brojeva ne
može biti djeljiva s 25. Stoga ne može biti kvadrat prirodnog broja. 3 boda
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Zadatak I.4 (15 bodova): Neka je E središte stranice CD kvadrata ABCD. Ako
normala u tački D na dijagonalu BD siječe pravu AE u tački F , dokazati da su tačke
B, C i F kolinearne.

Rješenje.

2 boda

Neka je F ′ presjek normale u tački D na pravu BD i prave BC, i E ′ presjek pravih AF ′
i CD. Tada je

^F ′DC = ^F ′DB − ^CDB = 95◦ − 45◦ = 45◦

i
^DCF ′ = 90◦

pa je ^DF ′C = 45◦ i ∆DCF ′ je jednakokraki pravougli trougao. 5 bodova

Pošto je AD||BC, to je ^DAE ′ = ^E ′F ′C pa je

DA = DC = CF ′ i ^ADE ′ = ^E ′CF ′ = 90◦

pa je ∆DAE ′ ∼= ∆CF ′E ′. 5 bodova

Sada je DE ′ = E ′C, pa je E ≡ E ′ i samim tim F ′ ≡ F , čime je dokaz završen. 3 boda

Takmičenje učenika srednjih škola HNK-a iz matematike 2021/22 I.4
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Takmičenje učenika srednjih škola HNK-a iz MATEMATIKE
Jablanica – Konjic – Mostar, 26. 03. 2022.

II razred

Zadatak II.1 (10 bodova): Neka je funkcija f : R→ R zadana sa

f(x) = x2 + (a+ 1)x+ 1.

Odrediti sve vrijednosti realnog parametra a takve da za sve realne brojeve x vrijedi∣∣∣∣∣ f(x)
x2 + x+ 1

∣∣∣∣∣ < 3.

Rješenje. Pošto je x2 +x+ 1 =
(
x+ 1

2

)2
+ 3

4 > 0, to je zadana nejednakost ekvivalentna
sa

−3(x2 + x+ 1) < f(x) < 3(x2 + x+ 1),

tj. sa
−3x2 − 3x− 3 < f(x) < 3x2 + 3x+ 3.

3 boda

Lijeva nejednakost je ekvivalentna sa

−3x2 − 3x− 3 < x2 + (a+ 1)x+ 1, tj. 4x2 + (a+ 4)x+ 4 > 0,

koja važi za svako x ∈ R samo ako je D1 = (a+ 4)2 − 64 < 0, odnosno za −12 < a < 4. 3 boda

Desna nejednakost je ekvivalentna sa

x2 + (a+ 1)x+ 1 < 3x2 + 3x+ 3, tj. 2x2 + (2− a)x+ 2 > 0,

koja važi za svako x ∈ R samo ako je D2 = (2− a)2 − 16 < 0, odnosno za −2 < a < 6. 3 boda

Dakle, a ∈ (−2, 4). 1 bod
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Zadatak II.2 (10 bodova): Neka su x i y i a realni brojevi takvi da

x+ y = a− 1 i x · y = a2 − 7a+ 12.

Za koju vrijednost parametra a izraz x2 + y2 poprima najveću moguću vrijednost?
Koliki su tada x i y?

Rješenje. Posmatrani izraz x2 + y2 izražavamo pomoću a:

x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = (a− 1)2 − 2(a2 − 7a+ 12) = −a2 + 12a− 23.

4 boda

Kvadratni izraz −a2 + 12a− 23 poprima najveću vrijednost za a = −12
2·(−1) = 6. Tada je

x2 + y2 = −36 + 72− 23 = 13.

3 boda

Odredimo sada brojeve x i y. Iz uslova dobijamo x + y = 5 i xy = 6. Traženi brojevi su
rješenja jednačine t2 − 5t+ 6 = 0, odakle slijedi x = 2 i y = 3, ili x = 3 i y = 2. 3 boda
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Zadatak II.3 (15 bodova): Neka je z1 = 3
(

1+i
1−i

)2
−2

(
1−i
1+i

)3
. Odredite sve kompleksne

brojeve z ∈ C za koje vrijedi

|z1 · z + z · z1| = 4, Imz1 · z
1− i = 0.

Rješenje.

z1 = 3
(1 + i

1− i

)2
− 2

(1− i
1 + i

)3
= 31 + 2i− 1

1− 2i− 1 − 21− 3i− 3 + i

1 + 3i− 3− i = 1− 2−2− 2i
−2 + 2i = −3− 2i.

3 boda

Označimo z = x+ iy. Treba riješiti sistem jednačina

|(−3− 2i) · (x− iy) + (x+ iy) · (−3 + 2i)| = 4

Im(−3− 2i) · (x+ iy)
1− i = 0

3 boda

Nakon sređivanja sistem se svodi na

|−6x− 4y| = 4
5x+ y

2 = 0

3 boda

Iz posljednje jednačine slijedi y = −5x pa je |14x| = 4. 3 boda

Odavde slijedi x = 2
7 ili x = −2

7 , pa je

z = 2
7 −

10
7 i,

ili
z = −2

7 + 10
7 i.

3 boda
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Zadatak II.4 (15 bodova): Težišnica i visina iz vrha A trougla ABC dijele ugao kod
vrha A na tri jednaka dijela. Koliki su uglovi trougla ABC?

Rješenje.

Označimo sa N podnožje visine iz vrha A, s P središte stranice BC, s R podnožje normale
iz P na AC, |AB| = c, |BC| = a, |CA| = b.

Trouglovi BNA i PNA su podudarni (USU) odakle dobijamo

|AB| = |AP | = c, |BN | = |NP | = 1
2 |BP | =

a

4 .

3 boda
Dalje je iz podudarnosti trouglova PNA i PRA (USU)

|AR| = |AN | , |PR| = |PN | = a

4 .

3 boda
Prema Pitagorinom teoremu za trougao PRC je

|RC|2 =
(
a

2

)2
−
(
a

4

)2
,

pa je

|RC| = a
√

3
4 .

3 boda

Iz sličnosti trouglova ANC i PRC (dva ugla) imamo
|NC|
|AN |

= |RC|
|PR|

,

tj.
3a
4
|AN |

=
a
√

3
4
a
4
.

Odavde je |AR| = |AN | = a
√

3
4 = |RC|. 3 boda

Odavde dobijamo da su trouglovi PRA i PRC podudarni (USU), pa je γ = α
3 .

Iz trougla BNA imamo β + α
3 = 90◦ odakle je β + γ = 90◦. Napokon iz α+ β + γ = 180◦

dobijamo α = 90◦, γ = 30◦ i β = 60◦. 3 boda

Takmičenje učenika srednjih škola HNK-a iz matematike 2021/22 II.4
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Takmičenje učenika srednjih škola HNK-a iz MATEMATIKE 

Konjic-Jablanica-Mostar, 26. mart 2022. godine 

 

Rješenja za 

III razred 

 

 

1. Odrediti proizvod rješenja  jednačine: 

√2022 𝑥log2022 𝑥 = 𝑥2 

                                                                                                                                                 

           (10 bodova) 

 

Rješenje:     

Definiciono područje date jednačine je: 𝑥 > 0
.....................................................1 bod 

 

Datu jednačinu logaritmiramo: 

log2022 √2022𝑥log2022 𝑥 = log2022𝑥2 

log2022 √2022 + 𝑙𝑜𝑔2022𝑥log2022 𝑥 = 2log2022𝑥 
1

2
+ (log2022𝑥)2 = 2log2022𝑥 

.......................................................3 boda 

 

 

Smjenom  log2022 𝑥 = 𝑡  dobijamo kvadratnu jednačinu 2𝑡2 − 4𝑡 + 1 = 0 čija 

su rješenja 𝑡1,2 =
2±√2

2
. 

.........................................................2 boda 

 

Rješenja početne jednačine su 𝑥1 = 2022
2+√2

2    𝑖  𝑥2 = 2022
2−√2

2  . 

 

.........................................................2 boda 

 

 Sada je 𝑥1 ∙ 𝑥2 = 2022
2+√2

2 ∙ 2022
2−√2

2 =  20222  

.........................................................2 boda 
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2. Izračunati površinu romba 𝐴𝐵𝐶𝐷 ako su radijusi opisanih kružnica 

∆ 𝐴𝐵𝐷  i  ∆ 𝐴𝐶𝐷 redom jednaki 10 i 20.                        

                   

             

             (10 bodova) 

Rješenje:     

Označimo sa 𝑟 radijus opisane kružnice trougla 𝐴𝐵𝐷 , a sa 𝑅 radijus opisane 

kružnice trougla 𝐴𝐶𝐷. 

 
.........................................................1 bod 

 

Prema sinusnoj teoremi primjenjenoj na trouglove 𝐴𝐵𝐷  i  𝐴𝐶𝐷 imamo: 

 
𝑒

𝑠𝑖𝑛2𝛼
= 2𝑟 = 20  

 

𝑓

sin(180° − 2𝛼)
= 2𝑅 = 40  

 

pa je  𝑒 = 20 sin 2𝛼  , 𝑓 = 40 sin 2𝛼. 

.........................................................3 boda 

 

Tada je  
𝑒

𝑓
=

20𝑠𝑖𝑛2𝛼

40𝑠𝑖𝑛2𝛼
=

1

2
 

 

Dakle vrijedi  𝑓 = 2𝑒 

.........................................................1 bod 
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pa je  𝑎 = |𝐴𝐷| = √(
𝑒

2
)

2
+ (

𝑓

2
)

2
=

𝑒√5

2
  

.........................................................1 bod 

 

a odavde slijedi 𝑠𝑖𝑛𝛼 =
1

√5
  ,  cos 𝛼 =

2

√5
 

.........................................................1 bod 

 

pa je 𝑠𝑖𝑛2𝛼 = 2𝑠𝑖𝑛𝛼 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛼 =
4

5
 . 

.........................................................1 bod 

 

Slijedi 𝑒 = 20𝑠𝑖𝑛2𝛼 = 20 ∙
4

5
= 16 , 𝑓 = 40𝑠𝑖𝑛2𝛼 = 32. 

.........................................................1 bod 

 

 

Površina romba jednaka je  𝑃 =
𝑒∙𝑓

2
⟹ 𝑃 =

16∙32

2
⟹ 𝑃 = 256. 

.........................................................1 bod 
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3. Date su prave 𝑝1: 𝑦 =
1

4
𝑥  , 𝑝2: 𝑦 = 9𝑥   i tačka 𝑇(6, −1). Odrediti 

jednačinu prave koja prolazi tačkom 𝑇 , a   𝑥 -osu, prave  𝑝1 , 𝑝2  i  𝑦 -osu  

siječe redom  u tačkama 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 tako da vrijedi  |𝐴𝐵| = |𝐶𝐷|  .                                                                                                                                                                                                                  

       

       (15 bodova) 

 

Rješenje:     

 
........................................................1 bod 

 

Jednačina prave koja prolazi tačkom 𝑇 glasi:  

𝑦 + 1 = 𝑘(𝑥 − 6) ⟺ 𝑦 = 𝑘𝑥 − (6𝑘 + 1) 

.........................................................2 boda 

Da bi ta prava presjekla x-osu, prave  𝑝1 , 𝑝2   i  y- osu ona ne može biti 

paralelna sa datim pravima i koordinatnim osama, niti prolaziti kroz koordinatni 

početak pa mora vrijediti :  

𝑘 ≠
1

4
 , 𝑘 ≠ 9, 𝑘 ≠ 0, 𝑘 ≠

−1

6
 

.........................................................1 bod 
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Koordinate tačaka 𝐴, 𝐵, 𝐶 𝑖 𝐷  određujemo rješavanjem sistema jednačina 

pripadnih pravih:  

𝐴 (
6𝑘 + 1

𝑘
, 0) 

𝐵 (
4(6𝑘 + 1)

4𝑘 − 1
,
6𝑘 + 1

4𝑘 − 1
) 

𝐶 (
6𝑘 + 1

𝑘 − 9
,
9(6𝑘 + 1)

𝑘 − 9
) 

𝐷(0, −6𝑘 − 1) 

.........................................................4 boda 

 

Kako je |𝐴𝐵| = |𝐶𝐷| to imamo: 

(
4(6𝑘 + 1)

4𝑘 − 1
−

6𝑘 + 1

𝑘
)

2

+ (
6𝑘 + 1

4𝑘 − 1
)

2

= (
6𝑘 + 1

𝑘 − 9
)

2

+ (
9(6𝑘 + 1)

𝑘 − 9
+ 6𝑘 + 1)

2

/ ∶ (6𝑘 + 1)2 

 

(
4

4𝑘 − 1
−

1

𝑘
)

2

+ (
1

4𝑘 − 1
)

2

= (
1

𝑘 − 9
)

2

+ (
9

𝑘 − 9
+ 1)

2

 

1

(4𝑘 − 1)2𝑘2
+

1

(4𝑘 − 1)2
=

1

(𝑘 − 9)2
+

𝑘2

(𝑘 − 9)2
 

1 + 𝑘2

(4𝑘 − 1)2𝑘2
=

1 + 𝑘2

(𝑘 − 9)2
 

 (4𝑘 − 1)2𝑘2=(𝑘 − 9)2 

|(4𝑘 − 1)𝑘| = |𝑘 − 9| 

.........................................................3 boda 

Imamo sljedeće slučajeve: 

a) 4𝑘2 − 𝑘 = 𝑘 − 9 ⟹ 4𝑘2 − 2𝑘 + 9 = 0 ⟹ 𝑛𝑒𝑚𝑎 𝑟𝑒𝑎𝑙𝑛𝑖ℎ 𝑟𝑗𝑒š𝑒𝑛𝑗𝑎 

b) 4𝑘2 − 𝑘 = 9 − 𝑘 ⟹ 4𝑘2 = 9 ⟹ 𝑘1,2 = ±
3

2
 

.........................................................2 boda 

Jednačine pravih sa traženim svojstvom su: 𝑦 =
3

2
𝑥 − 10  ;   𝑦 =

−3

2
𝑥 + 8    . 

.........................................................2 boda 
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4. Ako vrijedi jednakost  
cos 𝛼

cos 𝛽
+

sin 𝛼

sin 𝛽
= −1, (cos 𝛽 ≠ 0, sin 𝛽 ≠ 0), 

dokazati da onda vrijedi 

𝑐𝑜𝑠3𝛽

cos 𝛼
+

𝑠𝑖𝑛3𝛽

sin 𝛼
= 1, (cos 𝛼 ≠ 0, sin 𝛼 ≠ 0) 

(15 bodova) 

 
 

Prvo rješenje: Iz datog uslova zadatka 
cos 𝛼

cos 𝛽
+

sin 𝛼

sin 𝛽
= −1  imamo da vrijedi: 

2 sin(𝛼 + 𝛽) = − sin 2𝛽     (1)
                                 ....................................................1 bod 

 

cos 𝛼 sin 𝛽 = − cos 𝛽(sin 𝛼 + sin 𝛽)     (2) 

.........................................................1 bod 

 

sin 𝛼 cos 𝛽 = − sin 𝛽(cos 𝛼 + cos 𝛽)     (3) 

.........................................................1 bod 

 

Primjenjujući sada jednakosti (1), (2) i (3) dobijamo 

𝑐𝑜𝑠3𝛽

cos 𝛼
+

𝑠𝑖𝑛3𝛽

sin 𝛼
=

𝑐𝑜𝑠3𝛽 sin 𝛼 + 𝑠𝑖𝑛3𝛽 cos 𝛼

sin 𝛼 cos 𝛼
 

.........................................................1 bod 

 

                             =  
𝑐𝑜𝑠2𝛽 cos 𝛽 sin 𝛼 + 𝑠𝑖𝑛2𝛽 sin 𝛽 cos 𝛼

sin 𝛼 cos 𝛼
 

.........................................................1 bod 

 

                             =
− sin 𝛽𝑐𝑜𝑠2𝛽(cos 𝛼 + cos 𝛽) − cos 𝛽𝑠𝑖𝑛2𝛽(sin 𝛼 + sin 𝛽)

sin 𝛼 cos 𝛼
 

.........................................................1 bod 
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                             =
− sin 𝛽 cos 𝛽[cos 𝛽(cos 𝛼 + cos 𝛽) + sin 𝛽(sin 𝛼 + sin 𝛽)]

sin 𝛼 cos 𝛼
 

.........................................................1 bod 

 

                             =
− sin 𝛽 cos 𝛽[1 + cos(𝛼 − 𝛽)]

sin 𝛼 cos 𝛼
 

.........................................................1 bod 

 

                             =
− sin 2𝛽[1 + cos(𝛼 − 𝛽)]

sin 2𝛼
 

.........................................................1 bod 

 

                             =
− sin 2𝛽 − sin 2𝛽 cos(𝛼 − 𝛽)

sin 2𝛼
 

.........................................................1 bod 

 

                             =
− sin 2𝛽 + 2 sin(𝛼 + 𝛽) cos(𝛼 − 𝛽)

sin 2𝛼
 

.........................................................2 boda 

 

                             =
− sin 2𝛽 + sin 2𝛼 + sin 2𝛽

sin 2𝛼
= 1 

.........................................................3 boda 

 

što je i trebalo dokazati. 
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Drugo rješenje:  

Neka je sin 𝛽 = 𝑥, cos 𝛽 = 𝑦   i    
sin 𝛼

sin 𝛽
= 𝑧.   

.........................................................2 boda 

 

Tada iz datog uslova zadatka 
cos 𝛼

cos 𝛽
+

sin 𝛼

sin 𝛽
= −1  imamo da je    

cos 𝛼

cos 𝛽
= −1 − 𝑧. 

.........................................................2 boda 

 

Sada dobijamo da vrijedi 

𝑥2 + 𝑦2 = 1 

(𝑧𝑥)2 + ((−1 − 𝑧)𝑦)
2

= 1 

.........................................................3 boda 

 

Rješavajući gore dobijeni sistem jednačina po 𝑥 i 𝑦 dobijamo 

𝑥2 =
𝑧2 + 2𝑧

1 + 2𝑧
,   𝑦2 =

1 − 𝑧2

1 + 2𝑧
 

.........................................................4 boda 

 

Konačno je  

𝑐𝑜𝑠3𝛽

cos 𝛼
+

𝑠𝑖𝑛3𝛽

sin 𝛼
=

𝑦2

−1 − 𝑧
+

𝑥2

𝑧
=

1 − 𝑧2

(−𝑧 − 1)(2𝑧 + 1)
+

𝑧2 + 2𝑧

𝑧(2𝑧 + 1)

=
𝑧 − 1

2𝑧 + 1
+

𝑧 + 2

2𝑧 + 1
= 1 

.........................................................4 boda 

 

što je i trebalo dokazati. 
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Takmičenje učenika srednjih škola HNK-a iz MATEMATIKE 

Konjic-Jablanica-Mostar, 26. mart 2022. godine 

 

Rješenja za 

IV razred 

 

 

1. Ako je 𝑧 +
1

𝑧
= 2𝑐𝑜𝑠

𝛼

2022
  , odrediti 𝛼 za koji vrijedi 𝑧2022 +

1

𝑧2022
= 1. 

                                                                                                                                                 

           (10 bodova) 

Rješenje:     

Riješimo jednačinu  

𝑧 +
1

𝑧
= 2𝑐𝑜𝑠

𝛼

2022
 

⟺ 𝑧2 − 2𝑧 ∙ 𝑐𝑜𝑠
𝛼

2022
+ 1 = 0 

𝑧1,2 = 𝑐𝑜𝑠
𝛼

2022
± √(𝑐𝑜𝑠

𝛼

2022
)

2

− 1 

 

𝑧1,2 = 𝑐𝑜𝑠
𝛼

2022
± √−𝑠𝑖𝑛2

𝛼

2022
 

 

𝑧1,2 = 𝑐𝑜𝑠
𝛼

2022
± 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝛼

2022
 

.........................................................3 boda 

 

Tada je 
1

𝑧1
=  𝑐𝑜𝑠

𝛼

2022
− 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝛼

2022
    i   

1

𝑧2
=  𝑐𝑜𝑠

𝛼

2022
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝛼

2022
 

.........................................................2 boda 

Sada imamo 

 𝑧2022 +
1

𝑧2022
= 2𝑐𝑜𝑠𝛼. 

 Dakle, 2 cos 𝛼 = 1 ⟹ 𝑐𝑜𝑠𝛼 =
1

2
 

.........................................................3 boda 

 

i konačno    𝛼 = ±
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋, 𝑘𝜖ℤ.

                      .........................................................2 boda
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2. Ako je   𝑓(log3 𝑥) =
log3

9

𝑥4

log0,3̅ 𝑥−log
√3 𝑥

   𝑖   (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = 𝑒𝑥     

izračunati  𝑔(𝑙𝑛2) . 

       (10 bodova) 

 

Rješenje:     

Transformišimo dati  izraz  

𝑓(𝑙𝑜𝑔3 𝑥) =
𝑙𝑜𝑔3 9−𝑙𝑜𝑔3 𝑥4

𝑙𝑜𝑔3−1 𝑥−𝑙𝑜𝑔
3

1
2

𝑥
=

2−4 𝑙𝑜𝑔3 𝑥

− 𝑙𝑜𝑔3 𝑥−2 𝑙𝑜𝑔3 𝑥
=  

2−4 𝑙𝑜𝑔3 𝑥

−3 𝑙𝑜𝑔3 𝑥
 

........................................................3 boda 

 
Ako uvedemo smjenu log3𝑥 = 𝑡 , dobijamo: 

 

𝑓(𝑡) =
2−4𝑡

−3𝑡
  ili 𝑓(𝑥) =

4𝑥−2

3𝑥
 

.........................................................1 bod 

 

Sada je  

(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) =
4𝑔(𝑥) − 2

3𝑔(𝑥)
 

 

pa imamo jednačinu  

4𝑔(𝑥) − 2

3𝑔(𝑥)
= 𝑒𝑥 

.........................................................2 boda 

 

čije je rješenje  

𝑔(𝑥) =
2

4 − 3𝑒𝑥
 

.........................................................2 boda 

 

Konačno je  

𝑔(𝑙𝑛2) =
2

4 − 3𝑒𝑙𝑛2
=

2

4 − 6
= −1 

.........................................................2 boda 
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3. Odrediti izraz za opći član u obliku stepena i izračunati graničnu 

vrijednost niza: 

√3, √3√3  , √3√3√3  , ... , √3√3√3 … √3  ,...  

(15 bodova) 

Rješenje:     

Vrijedi 

𝑎1 = √3   ,  𝑎2 = √3√3 = √334
  , 𝑎3 = √3√3√3 = √378

,... 

Dokažimo indukcijom da je 𝑎𝑛 = √32𝑛−12𝑛

  (opći član se piše pomoću 𝑛 korijena 

i 𝑛 trojki). 

........................................................5 bodova 

Za 𝑛 = 1, tvrdnja je očigledna. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za 𝑛 i dokažimo 

da vrijedi i za 𝑛 + 1. 

 

Korak indukcije: 

𝑎𝑛+1 = √3𝑎𝑛 = √3 ∙ √32𝑛−12𝑛

= √ √32𝑛
∙ 32𝑛−12𝑛

= √32𝑛+1−1
2𝑛+1

 

 

Dakle, vrijedi  𝑎𝑛 = √32𝑛−12𝑛

= 3
2𝑛−1

2𝑛  . 

........................................................5 bodova 

 

Sada je lim
𝑛→∞

 𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

3
2𝑛−1

2𝑛 =3
lim

𝑛→∞

2𝑛−1

2𝑛 = 3
lim

𝑛→∞
(1−

1

2𝑛)
=3 

........................................................5 bodova 
Napomena: 

Do općeg člana datog niza možemo doći i na sljedeći način: 

𝑎𝑛 = 3
1
2

+
1
4

+
1
8

+⋯+
1

2𝑛 = 3

1
2

∙
1−(

1
2

)
𝑛

1−
1
2 = 31−

1
2𝑛 = 3

2𝑛−1
2𝑛  
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4. a) Dokazati jednakost:  𝑘 (
𝑛
𝑘

) = 𝑛 (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

)     

 

b) Izračunati zbir (
𝑛
0

) + 2 (
𝑛
1

) + 3 (
𝑛
2

) + ⋯ + (𝑛 + 1) (
𝑛
𝑛

) , gdje je 

 𝑛 ∈ ℕ; 𝑘 ∈ ℕ0, 𝑛 ≥ 𝑘.                                                                                                                                   
             (15 bodova) 

 

 

Rješenje:     

a) Kako je po formuli  (
𝑛
𝑘

) =
𝑛!

𝑘!(𝑛−𝑘)!
 , te   

        .........................................................1 bod 

 
 

(
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) =
(𝑛 − 1)!

(𝑘 − 1)! [(𝑛 − 1) − (𝑘 − 1)]!
=

(𝑛 − 1)!

(𝑘 − 1)! (𝑛 − 𝑘)!
 

.........................................................1 bod 
 

to imamo  

𝑘 (
𝑛
𝑘

) = 𝑘 ∙
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
= 𝑘

𝑛!

𝑘(𝑘 − 1)! (𝑛 − 𝑘)!
= 

.........................................................1 bod 

 

=
𝑛!

(𝑘 − 1)! (𝑛 − 𝑘)!
= 𝑛 ∙

(𝑛 − 1)!

(𝑘 − 1)! (𝑛 − 𝑘)!
= 𝑛 (

𝑛 − 1
𝑘 − 1

) 

.........................................................2 boda 

 

što je trebalo dokazati. 
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b) Imamo  

(
𝑛
0

) + 2 (
𝑛
1

) + 3 (
𝑛
2

) + ⋯ + (𝑛 + 1) (
𝑛
𝑛

) = 

 

= (
𝑛
0

) + (
𝑛
1

) + (
𝑛
2

) + ⋯ + (
𝑛
𝑛

) + [ (
𝑛
1

) + 2 (
𝑛
2

) + ⋯ + 𝑛 (
𝑛
𝑛

) ] =(𝑎) 

.........................................................3 boda 

 

= (1 + 1)𝑛 + 𝑛 [(
𝑛 − 1

0
) + (

𝑛 − 1
1

) + ⋯ + (
𝑛 − 1
𝑛 − 1

) ] = 

.........................................................4 boda 

 

 

= 2𝑛 + 𝑛 ∙ 2𝑛−1 = 2𝑛−1(2 + 𝑛) 

 
.........................................................3 boda 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


