Udruzenje matematicara “Algoritam” Pedagoski zavod Mostar

Takmicenje ucenika srednjih skola HNK-a iz MATEMATIKE
Jablanica — Konjic — Mostar, 26. 03. 2022.

I razred

Zadatak 1.1 (10 bodova): Odredite vrijednost realnog parametra a tako da rjesenje
jednacine
20+ 2a—x 4a

21 241 4— g2

bude manje ili jednako 1.

Rjesenje. Da bi data jednacina imala smisla treba biti 2—z # 012+ 2z # 0, tj. © # +2.

Sada je 20+ 20—z  4a
2—zx 24+  4— a2
20+ x 2a—x_ 4a

2—x 24z (2-2)(2+4x)
2a+2)2+4+2x)— (2a—2)(2—2x) =4a
da+ 2ax + 2z + 2* — (da — 2az — 22 + 2°) = 4a
dax + 4z = 4a

Faktorizacijom lijeve strane dobijamo 4z(a + 1) = 4a.

Sada dijeljenjem sa a + 1 # 0 dobijamo
a
a+1

xr =

, a# —1.

Kako 2 ne smije biti 2 1 —2, vrijedi %5 # 2 Sto povlaci a # —2. Dalje je %5 # —2 Sto
povladi a # 2.

v o v . . Ve . o a 2
Konacno, rjesenje date jednacine je x = f5 za a #—2,-1,—3.

Treba jos vidjeti kada je ono manje ili jednako 1. RijeSimo nejednacinu

a <1
a+1—

a
—1<0,
a—+1

-1 <0.
a+1—

Posljednja nejednacina je ekvivalentna nejednacini a + 1 > 0 ¢ije je rjesenje a > —1.

Konaéno, rjesenje jednacine ¢e biti manje ili jednako 1 za z € (—1,00) \ {—%}
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Udruzenje matematicara “Algoritam” Pedagoski zavod Mostar

Zadatak 1.2 (10 bodova): Dokazati da broj n?+ 1 nije djeljiv sa 3 ni za jedan n € N.

Rjesenje. Prirodan broj n moze biti oblika 3k, 3k — 1 ili 3k — 2, za neki prirodan broj k.
Ako je n = 3k, tada je n® + 1 = 9k? + 1, §to nije djeljivo sa 3.
Ako je n = 3k — 1, tada je n® + 1 = (3k — 1)+ 1 = 3(3k> — 2k) + 2, Sto nije djeljivo sa 3.

Ako je n = 3k — 2, tada je n®> + 1 = (3k — 2)® + 1 = 3(3k* — 4k + 1) + 2, Sto takoder nije

djeljivo sa 3.

Ovim je dokaz zavrsen. O]
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Udruzenje matematicara “Algoritam” Pedagoski zavod Mostar

Zadatak 1.3 (15 bodova): Pokazati da zbir kvadrata pet uzastopnih prirodnih bro-
jeva ne moze biti potpun kvadrat.

Rjesenje. Pet uzastopnih prirodnih brojeva ozna¢imosan —2,n—1,n,n+1in+ 2,
gdje je n > 2 prirodan broj.

Suma njihovih kvadrata je

n—224+m—-12+n*+n+1)*+ (n+2)?=5n*+2).

Suma kvadrata je djeljiva s 5 i kada bi ona bila kvadrat prirodnog broja, morala bi biti
djeljiva sa 25.

Primijetimo da n? ne moZe imati ostatak 3 pri dijeljenju sa 5. (Kvadrati prirodnih brojeva
zavrsavaju na 1, 4, 5, 6, 9.)

Sada ni n? + 2 ne moze biti djeljivo s 5, §to znadi da pet uzastopnih prirodnih brojeva ne
moze biti djeljiva s 25. Stoga ne moze biti kvadrat prirodnog broja. O]
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Udruzenje matematicara “Algoritam” Pedagoski zavod Mostar

Zadatak I.4 (15 bodova): Neka je E srediste stranice CD kvadrata ABC'D. Ako
normala u tacki D na dijagonalu BD sijece pravu AE u tacki F, dokazati da su tacke
B, C'i F kolinearne.

Rjesenge.
F/
D =—1C
A B

Neka je F”’ presjek normale u tacki D na pravu BD i prave BC, i E’ presjek pravih AF’
i CD. Tada je
<F'DC = <F'DB — <CDB = 95° — 45° = 45°

<DCF'" = 90°
pa je <DF'C = 45°1 ADCF" je jednakokraki pravougli trougao.

Posto je AD||BC, to je <DAE' = <E'F'C pa je
DA=DC=CF i <ADE =<E'CF =90°
paje ADAE = ACF'E'.

Sada je DE' = E'C, pa je E = E’ i samim tim F’' = F', ¢ime je dokaz zavrsen. O
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Udruzenje matematicara “Algoritam” Pedagoski zavod Mostar

Takmicenje ucenika srednjih skola HNK-a iz MATEMATIKE
Jablanica — Konjic — Mostar, 26. 03. 2022.

IT razred

Zadatak II.1 (10 bodova): Neka je funkcija f : R — R zadana sa
flx) =2+ (a + 1)z + 1.
Odrediti sve vrijednosti realnog parametra a takve da za sve realne brojeve x vrijedi

f(z)
24+x+1

<

2
Rjesenje. Postojez?+x+1 = (x + %) + % > 0, to je zadana nejednakost ekvivalentna
sa

3(@*+x+1) < flz) <3(@*+x+1),

tj. sa
—32% — 3z — 3 < f(x) < 32 + 3z + 3.

3 boda

Lijeva nejednakost je ekvivalentna sa

322 —3r—-3<2’+(a+Dz+1, tj. 42+ (a+4)z+4>0,

koja vazi za svako x € R samo ako je D; = (a +4)* — 64 < 0, odnosno za —12 < a < 4. 3 boda
Desna nejednakost je ekvivalentna sa
2+ (a+ D)z +1<32°+32+3, tj. 22°+(2—-a)z+2>0,

koja vazi za svako x € R samo ako je Dy = (2 — a)? — 16 < 0, odnosno za —2 < a < 6. 3 boda

Dakle, a € (—2,4). O {1 bod
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Udruzenje matematicara “Algoritam” Pedagoski zavod Mostar

Zadatak I1.2 (10 bodova): Neka su z iy i a realni brojevi takvi da
t+y=a—1 i =z -y=a*—"Ta+12.

Za koju vrijednost parametra a izraz z? + y* poprima najveéu moguéu vrijednost?
Koliki su tada x i y?

Rjesenje. Posmatrani izraz x? + y? izrazavamo pomoéu a:

4y =(r+y)? - 20y = (a—1)*—2(a* - Ta+12) = —a® + 12a — 23.

Kvadratni izraz —a? + 12a — 23 poprima najveéu vrijednost za a = 2__&21) = 6. Tada je

v? +y? =36 +72 23 =13.

Odredimo sada brojeve x i y. Iz uslova dobijamo = + y = 5 i xy = 6. Trazeni brojevi su
rjeSenja jednacine t2 — 5t + 6 = 0, odakle slijedi z =2 iy =3,iliz =31y = 2. O
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Udruzenje matematicara “Algoritam” Pedagoski zavod Mostar

\ 2 \3
Zadatak I1.3 (15 bodova): Neka je z; = 3 (%) -2 G—jrz) . Odredite sve kompleksne

brojeve z € C za koje vrijedi

z1 R

1—1

|21-Z+2-Z1| =4, Im = 0.

Rjesengje.
144\? 1—i\* 1+42i—1 _1-3i—3+i —2 — 24
21:3< H,) —2( Z,) _gitaol plodioshl C = 32,
1—1 1+ 1—2i—1 1+30—-3—1 —24+ 2
Oznacimo z = x + iy. Treba rijesiti sistem jednacina
(=3 —2i) - (x —iy) + (z +iy) - (=3 +20)| =4
Im(_3 — 2i) - (x + iy) _0
1—1
Nakon sredivanja sistem se svodi na
|—6x —4y| =4
5T + vy
=0
2
Iz posljednje jednacine slijedi y = —5x pa je |14z| = 4.
Odavde slijedi x = % ili z = —%, pa je
2 10,
z2==——1
T 77
ili
2 N 10
z2=——4—=1i
T T
O
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Udruzenje matematicara “Algoritam” Pedagoski zavod Mostar

Zadatak II.4 (15 bodova): TezZi$nica i visina iz vrha A trougla ABC' dijele ugao kod
vrha A na tri jednaka dijela. Koliki su uglovi trougla ABC?

Rjesengje.

Oznac¢imo sa N podnozje visine iz vrha A, s P srediste stranice BC, s R podnozje normale

iz P na AC, |AB| =¢, |BC| = a, |CA| =b.
Trouglovi BNA i PN A su podudarni (USU) odakle dobijamo

1
[AB| = |AP| =c. |BN| = |NP| = ; |BP| = %.

Dalje je iz podudarnosti trouglova PNA i PRA (USU)
|AR| = |AN|, |PR| = |PN| =

>~

Prema Pitagorinom teoremu za trougao PRC je
a\? a\?
= (3 ()
| RC| 5 1

IRC| = “f.

pa je

Iz sli¢nosti trouglova ANC i PRC (dva ugla) imamo

INC|  |RC|
|AN| — |PR|’
tj.
3a aV3
4 4
AN ¢

Odavde je [AR| = |[AN| = @3 = |RC|.

Odavde dobijamo da su trouglovi PRA i PRC podudarni (USU), pa je v = §.

Iz trougla BN A imamo 8+ § = 90° odakle je § +~ = 90°. Napokon iz o + 3 + v = 180°

dobijamo a = 90°, v = 30° i § = 60°.

]
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UdruZenje matematic¢ara ,ALGORITAM“ Pedagoski zavod Mostar

Takmicenje ucenika srednjih skola HNK-a iz MATEMATIKE
Konjic-Jablanica-Mostar, 26. mart 2022. godine

Rjesenja za

Ill razred

1. Odrediti proizvod rjeSenja jednacine:

V2022 x'082022% = 2

(10 bodova)
Rjesenje:
Definiciono podrucje date jednacine je: x > 0
..................................................... 1 bod
Datu jednacinu logaritmiramo:
logzozz V2022x10g2022x = logzozzxz
1082022 V2022 4 10,02, %'082022% = 2l0g,0,,%
> + (1082022%)? = 2l0g,022x
....................................................... 3 boda

Smjenom log,q,, X = t dobijamo kvadratnu jednacinu 2t% — 4t + 1 = 0 &ija

Dy 242
surjesenja t;, = ——.
......................................................... 2 boda
2+v2 V2
RjeSenja pocetne jednacine su x; = 2022 2 i x, = 2022 .
......................................................... 2 boda
22 2—V2
Sadajex;-x, = 202272 20227z = 20222
......................................................... 2 boda
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UdruZenje matematic¢ara ,ALGORITAM“ Pedagoski zavod Mostar

2. lzracunati povrsinu romba ABCD ako su radijusi opisanih kruznica
AABD i AACD redom jednaki 10 20.

(10 bodova)
Rjesenje:
Oznacimo sa r radijus opisane kruznice trougla ABD , a sa R radijus opisane

kruZznice trougla ACD.

Tada je

Dakle vrijedi f = 2e
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UdruZenje matematic¢ara ,ALGORITAM“ Pedagoski zavod Mostar

paje a = |AD| = \/(5)2 n (5)2 _ o5

2 2 2
......................................................... 1 bod
davde slijedi sina = — ==

a odavde slijedi sina = =, cosa = %=

......................................................... 1 bod
paje sin2a = 2sina - cosa = g.

......................................................... 1 bod
Slijedi e = 20sin2a = 20 - % =16, f = 40sin2a = 32.

......................................................... 1 bod
PovrSina romba jednaka je P = % = P = %32 P = 256

......................................................... 1 bod

Strana 3/8



UdruZenje matematic¢ara ,ALGORITAM“ Pedagoski zavod Mostar

3. Datesuprave p;:y = ix , P2: Y = 9x itacka T(6,—1). Odrediti

jednacinu prave koja prolazi tackom T ,a x -osu, prave p;, p, i y-0su

sijeCe redom utackama A4, B, C, D tako da vrijedi |AB| = |CD]| .
(15 bodova)

Rjesenje:
-~ i
\ o4y |
q .
Y
W
N
|
64 |
|
54 ' \
a9 '
|
14
1' o 5
| B = - i 3
4 fo S et
Lo _.--’"f-— X
= } TR E ] ' TE % 1
’ T=(6 Il.
_an
J
Jad
|
"l
Irﬁ
(64
|
'l 74
M
i
........................................................ 1 bod

Jednacina prave koja prolazi tackom T glasi:
y+1l=k(x—6)=y=kx—(6k+1)
2 boda

Da bi ta prava presjekla x-osu, prave p,, p, i y-osuonane moze biti
paralelna sa datim pravima i koordinatnim osama, niti prolaziti kroz koordinatni

pocetak pa mora vrijediti :
1 —
k+-,k+9k+0k+*—
F ook * *
1 bod
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UdruZenje matematic¢ara ,ALGORITAM“ Pedagoski zavod Mostar
Koordinate tac¢aka A, B, C i D odredujemo rjeSavanjem sistema jednacina

A(6k+1 O)
k )

B (4(6k +1) 6k + 1)

pripadnih pravih:

4k —1 "4k —1
C<6k+1 9(6k+1)>

k—9' k-9
D(0,—6k — 1)

Kako je |AB| = |CD| to imamo:

4(6k + 1) 6k+12+(6k+1)2_(6k+1)2+ 9(6k + 1)
4k —1 k ak—-1)  \k-9 k—9

+6k+1) /: (6k + 1)?

<4k4— 1 _%)2 + (4k1— 1)2 - (k i 9)2 + (k 3 9t 1>2
1 1 1 k?
ak—1%k2  ak—12 (k=92  (k—9)2

1+ k? 3 1+ k?
(4k — 1)2k2  (k —9)2

(4k — 1)2k2=(k — 9)?

|(4k — Dk| = [k =9

Imamo sljedede slucajeve:

a) 4k? —k =k —9 = 4k? — 2k + 9 = 0 = nema realnih rjeSenja
b) 4k2—k=9—k=>4k2=9=>k1,2=i§
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cosa sina

4. Ako vrijedi  jednakost

= —1, (cosp # 0,sinf # 0),

cosf  sinf o
dokazati da onda vrijedi
3 3
cos sin
B N B

cos«a sina

=1,(cosa # 0,sina # 0)

(15 bodova)

cosa sina

Prvo rjesenje: 1z datog uslova zadatka = —1 imamo da vrijedi:

cosff  sinf

2sin(a + ) =—sin2f (1)

.................................................... 1 bod
cosasinf = —cosf(sina +sinfB) (2)
......................................................... 1 bod
sinacosf = —sinf(cosa +cosfB) (3)
......................................................... 1 bod
Primjenjujuci sada jednakosti (1), (2) i (3) dobijamo
cos®p N sin3B  cos3Bsina + sin3p cosa
cosa  sina sina cosa
......................................................... 1 bod
cos?f cos B sina + sin?f sinf cos a
B sina cosa
......................................................... 1 bod

— sin fcos?B(cos a + cos B) — cos fsin?f(sina + sin fB)

sina cosa
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UdruZenje matematic¢ara ,ALGORITAM“ Pedagoski zavod Mostar

—sin 8 cos [cos B(cos a + cos ) + sin f(sina + sin B)]

- sina cosa
......................................................... 1 bod
_ —sinf cos B[1 + cos(a — B)]
N sina cosa
......................................................... 1 bod
_ —sin2B[1 + cos(a — B)]
N sin 2a
......................................................... 1 bod
_ —sin2p —sin2f cos(a — B)
B sin 2«
......................................................... 1 bod
_ —sin2p + 2sin(a + ) cos(a — )
B sin2a
......................................................... 2 boda
_ —sin2B +sin2a +sin2f .
N sin 2«a B
......................................................... 3 boda

Sto je i trebalo dokazati.
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Drugo rjesenje:

. . _ _ . sina

Nekajesinf =x, cosf =y i sng 2

......................................................... 2 boda
Tada iz datog uslova zadatka =224 S?na = —1 imamo da je e 1—2

cosf  sinf osf

......................................................... 2 boda

Sada dobijamo da vrijedi
x2+y?=1
(zx)* + ((-1 - z)y)2 =1

......................................................... 3 boda

RjeSavajuci gore dobijeni sistem jednacina po x i y dobijamo
, z°+2z , 1-27
Xt ==, y°=
1+ 2z 1+ 2z

......................................................... 4 boda
Konacno je
cos3,8+sin3ﬁ’ P +x2 B 1—z2 N z? + 2z
cose sina —-1—-z z (—z—-1)Qz+1) z(Q2z+1)

_Z— 1 4 Z+2 _ 1
C2z+1 2z+1
......................................................... 4 boda

Sto je i trebalo dokazati.
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UdruZenje matematic¢ara ,ALGORITAM“ Pedagoski zavod Mostar

Takmicenje ucenika srednjih skola HNK-a iz MATEMATIKE
Konjic-Jablanica-Mostar, 26. mart 2022. godine

Rjesenja za
IV razred
1. Akoje z + = = 2cos —— , odrediti & za koji vrijedi 22022 + —— = 1.
Z 2022 z
(10 bodova)
Rjesenje:
RijeSimo jednacinu
+ 2 ¢
Z+— = 2cos
/A 2022
& 72 —27-cos ¢ +1=0
2022 B
¢ 4 ( ¢ )2 1
Z15 = COS coS —
1.2 2022 — 2022
a 4 -
Z1> = COS —sin
o 2022 — 2022
a st a
Z15 = COS isin
1.2 2022 — 2022
......................................................... 3 boda
. 1 a .. a . 1 a .. a
Tadaje—= coSs—— —isin— i —= cos——+ isin—
Z4 2022 2022 Zy 2022 2022
......................................................... 2 boda
Sada imamo
1
z20%% 4 — = 2cosa.
Dakle, 2cosa =1 = cosa = -
......................................................... 3 boda
i konacho a = iz + 2km, keZ.
3
......................................................... 2 boda
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9
loggx—4

logg 3 x—logﬁx

2. Akoje f(log;x) =

i (feg)x)=e”

izraCunati g(In2).

(10 bodova)
Rjesenje:
Transformisimo dati izraz
logs 9-1 4 2-41 2-41
F(logs x) = loogs _oggx = - fgsx =2 0g3 X
gz-1x=log 1x logsx—2logs x 3logsz x
32
........................................................ 3 boda
Ako uvedemo smjenu log;x =t , dobijamo:
2-4t ... _ 4x-2
f(t) =— ilif(x) =—-
......................................................... 1 bod
Sada je
4g(x) — 2
(feg)x)=flgx) =—F—7=—
39(x)
pa imamo jednacinu
4g(x)—2
39(x)
......................................................... 2 boda
Cije je rjeSenje
() = —
g 4 — 3e*
......................................................... 2 boda
Konacno je
(In2) = L 1
Gune) = 3emz T 4 —6
......................................................... 2 boda
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3. Odreditiizraz za opci ¢lan u obliku stepena i izracunati grani¢nu
vrijednost niza:

(15 bodova)
Rjesenje:
Vrijedi
aq =:\ﬁ§ , Ay = 3\ﬁ§:= <ﬁ§§ , s ::4’3 3\ﬁ§:= §ﬂ§7p"

n

DokaZimo indukcijom da je a,, = V32"~ (opéi ¢lan se pide pomocu n korijena
i n trojki).

Zan = 1, tvrdnja je ocigledna. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n i dokazimo
davrijediizan + 1.

Korak indukcije:

An+1 = 3an = /3 ' Zn\/ 32n_1 = \/zn\/ 3211 ' 3211_1 = 2n+1\/ 32n+1_1

2N

Dakle, vrijedi a,, = V371 = 3w

........................................................ 5 bodova
21 .o2M—1 .
.o : 22 lim 55— lim (1-=;
Sadaje lim a, = lim 3727 =3n>w 2" = 3ne (223
n—->oo n—->oo
........................................................ 5 bodova
Napomena:

Do opcéeg ¢lana datog niza mozemo dodi i na sljedeci nacin:
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4. a) Dokazati jednakost: k (Z) =n (7]: : 1)

b) Izracunati zbir (g) +2 (Tll) +3 (721) +-4+n+1) (Z) , gdje je

ne€N;keNy,n=>k.

(15 bodova)
Rjesenje:
a) Kako je po formuli (Z) = #ik), te
......................................................... 1 bod
n—1y\ _ (n—1)! _ (n—1)!
(k—l)_(k—l)![(n—l)—(k—l)]!_(k—l)!(n—k)!
......................................................... 1 bod
to imamo
n n! n!
k(k)zk-k!(n—k)!zkk(k—l)!(n—k)!:
......................................................... 1 bod
B n! o (n—1)! _ m—-1
_(k—l)!(n—k)!_n (k—l)!(n—k)!_n(k—l)
......................................................... 2 boda

Sto je trebalo dokazati.
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b) Imamo

(0)+2(1)+3() + -+ v (;) =

QO+ @)+ ([ 42G) - on ()]

......................................................... 3 boda
=(1+1)"+n[("81)+ ("Il)+---+(z:1)]=
......................................................... 4 boda
=2"4+n-2"t =212 +n)
......................................................... 3 boda
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